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Uvod

Periodne funkcije koje se javljaju pri rjeSavanju inZenjerskih problemima c¢esto su relativno
komplicirane, stoga je poZzeljno prikazati ih kao jednostavne periodne funkcije. Fourierovi redovi
rastavljaju periodnu funkciju na zbroj jednostavnih funkcija, sinusa i kosinusa.

Uveo ih je veliki francuski fizicar Joseph Fourier (1768-1830), kako bi rijesio bilancu topline
metalne ploce. Njegovo otkrice dovelo je do revolucije u matematici, matematicari su bili
prisiljeni ponovno preispitati temelje matematike, sto je pak rezultiralo brojnim modernim
teorijama.

Bilanca topline je parcijalna diferencijalna jednadzba. Fourierovi prethodnici nisu mogli
opcenito rijesiti tu jednadzbu iako su mogli do¢i do to¢nog rjeSenja ukoliko se izvor topline
ponasao jednostavno, Sto se moglo lako opisati pomocu valnih funkcija, sinusa i kosinusa.
Fourierova ideja je bila da izvede model za kompliciraniji izvor topline kao superpoziciju (ili
linearnu kombinaciju) jednostavnih valnih funkcija sinusa i kosinusa, te da zapisSe rjesenje kao
superpoziciju odgovarajucih rjeSenja. Ova superpozicija ili linearna kombinacija naziva se
Fourierov red.

lako je pocetna namjera bila rjeSavanje bilance topline, poslije se pokazalo da se isti nacin
rieSavanja jednadzbi moze primijeniti na veliko podrucje matematickih i fizikalnih problema.
Dobivena rjesenja je vrlo lako shvatiti, koriste¢i moderne teorije.

Fourierov redovi nalaze brojne primjene u elektroinZenjerstvu, vibracijskim analizama, akustici,
optici itd.
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1. Periodne funkcije. Trigonometrijski redovi

Funkcija f(x) je periodna ako je definirana za svaki realni x i ako postoji pozitivni broj T za koji
vrijedi:

fla+T)=f(x) (1.1)
za svaki x koji je element skupa R, realnih brojeva.
Broj T se tada zove period" funkcije £(x).
Grafovi takve funkcije dobivaju se periodi¢nim ponavljanjem grafa u bilo kojem intervalu
duljine T

slika 1: Periodna funkcija

Iz (1.1) slijedi da, za bilo koji cijeli broj = vrijedi:
flx+nT)= f(x) zasvakizx.
Tako da je svaki visekratnik, nT(n = 0} od T takoder period. Nadalje, ako f{x) i g{x) imaju
period T, onda funkcija
h(x) =af(x)+ bg(x), (a b= konstanta)
ima period T.
Poznati primjeri periodnih funkcija su sinus i kosinus funkcije. Funkcija f = ¢ = const je

takoder po definiciji periodna funkcija jer zadovoljava (1.1) za svaki pozitivni T.

! Najmaniji pozitivni period T funkcije fix, koji nije konstantan cesto se naziva primitivni period funkcije fix].
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Nas problem bit ¢e predstavljanje razliCitih funkcija sa periodom 2 kao Sto su:
cosx ,sinx, cos2x ,sin 2x, .., cosnx, sinnx, .
Redovi koji se javljaju su u obliku:
@; T ay cosx+ bysinx + a, cos2x + b, sin 2x + - (1.2)
gdje su ag. aq, a0, by by, 0 realne konstante nazivaju se trigonometrijski redovi, a a,, i b,
zovu se koeficijenti redova. Vidljivo je da svaki ¢lan reda ima period 2. 1z toga slijedi, ako red

konvergira suma ce biti funkcija s periodom 2.

slika 2: Kosinus funkcije s razli¢itim periodima
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slika 3: Sinus funkcije s razlic¢itim periodima

Periodne funkcije koje se javljaju u inZenjerskim problemima ¢esto su relativno komplicirane,
stoga je poZeljno prikazati ih kao jednostavne periodne funkcije. Vidjet éemo da se gotovo sve
periodne funkcije f(x) perioda 2m, koje se javljaju u nastavku, mogu prikazati pomocu

trigonometrijskih redova, a koeficijenti dani s (1.2) u terminima funkcije f(x).
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2. Fourierovi redovi. Eulerove formule
Pretpostavimo da je f(x) periodna funkcija s periodom 2w, koja se moZe prikazati

trigonometrijskim redom
flx) =a, + X ,(a, cosnx + b, sinnx) (2.1)

U (2.1) Zelimo odrediti koeficijente a,, i &,. Najprije odredujemo a,. Integriranjem na obje

strane u granicama od - do 7 dobijemo:

J-: Fx)dx = J [ﬂc- + 2 (a, cosnx +b_ sin m_)l 0

' =T

Integriranjem ¢lan po ¢lan dobivamo:

¢ — —

oo

J flx)dx =a, J dx + Z (an J cosnx dx + b, J sin nx -:1'1')

- - n=1 & - -

Prvi ¢lan na desnoj strani jednak je Zwa,, dok su ostali integrali jednaki nuli, Sto se moze lako

utvrditi izracunavanjem integrala. Dakle, provedbom integracije dobivamo:
a, = L_ 7 flx)dx (2.2)
podrucje ispod krivulje f(x) od - do m, podijeljeno s 2.
Zatim se koeficijenti a,, a,, ... odreduju na sli¢an nacin. Mnozimo (2.1) s cosmzx, gdje je m bilo
koji fiksni pozitivni cijeli broj i integriranjem u granicama od — 7 do 7 dobijemo:
f:_ flx)cosmx dx = _JF_'T_T[H,:_ + X% ,(a,cosnx + b, sinnx)] cosmx dx (2.3)

Integriranjem ¢&lan po ¢lan desna strana postaje jednaka:

==

gy J cosmx dx + E |:':I.v! J cosnx cosmx dx + b, J sin nx cos mx d:cl

- n=1 - -
Prvi integral i zadnji integral jednaki su nuli zato jer je podintegralni izraz neparna funkcija.
Primjenjujuci svojstva parnosti i neparnosti funkcije na drugi integral dobijemo:

J COS X cosmx dx =5 J cos(n + m)x dx +35 J cos(n—m)x dx

U ovoj formuli, prvi integral na desnoj strani je nula za svaki m i n koji se uzmu u obzir. Zadnji
integral jednak je nuli kad vrijedi n = m, odnosno jednak je 7 za n = m. Proizlazi da je desna
strana u (2.3) jednaka a,,, T i dobije se:

a,, = %_J:_f[lj cosmx dx, m=12,.. (2.4)
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Na kraju, iz (2.1) odredujemo &y, b4, ... .Ako (2.1) pomnoZimo sa sin rnx, gdje je m bilo koji fiksni
pozitivni cijeli broj, i integriramo u granicama od - 7t do 7 dobijemo:
[T flxysinmx dx = [ [a, + 27, (a, cosnx + b, sinnx)] sinmx dx (2.5)

Integriranjem ¢lan po ¢lan desna strana postaje:

oo

ag J sinmx dx + E [an ] cosnx sinmx dx + b, J sin nx sin mx d:a_'l

- n=1 - -
Prvi integral je jednak nuli. Sljededi integral je poput vec razmatranih i ustanovljeno je da je nula
za svaki n = 1,2, .... Posljednji integral se mozZe transformirati, primjenjujuci svojstva parnosti i

neparnosti funkcije, u:

T T

J sin nx sin mx dx =% J cos(n—m)x dx —% J cos(n + m)x dx
Posljednji ¢lan ovog integrala je nula. Prvi ¢lan na desnoj strani je nula kada je 1= = i jednak je
7 za . = m. Kako se u (2.5) ovaj ¢lan mnoZi sa b,, desna strana postaje jednaka b, 7 te se na
kraju dobije:
1 5
b_ J f(x) sinmx dx, m=12,..

! T

PiSujuci m umjesto # u ovu formulu i u (2.4) dobiju se takozvane Eulerove formule:
1 4
() ay=o [ flx)dx

(b) a, = %_J’_F_f[:a.] cosnx dx n=12.. (2.6)

1

() b, =" flx)sinnxdx

T

Pomocu periodne funkcije f(x) sa zadanim periodom 2w moZemo izracunati koeficijente a,, i
b, koristedi (2.6) i formirati trigonometrijski red:

a, +a, cosx+ by sinx + +a, cosnx + b, sinnx + (2.7)
Ovaj red se tada naziva Fourierov red i odgovara f{x) te njenim koeficijentima dobivenim iz
(2.6) i nazvanim Fourierovi koeficijenti funkcije f{x).

Napomena: Zbog periodicnosti podintegralnih funkcija interval integracije u (2.6) moze se
zamijeniti bilo kojim intervalom duljine 27, primjerice intervalom 0 < x < 27.

Iz definicije odredenog integrala slijedi da ako je funkcija f(x) neprekidna ili samo po

dijelovima neprekidna, onda integrali u (2.6) postoje i moZemo izraCunati Fourierove
koeficijente funkcije f{x).




Fourierovi Redovi i Integrali

Teorem 1: Ako je periodna funkcija f(x) s periodom 2w djelomi¢no neprekinuta u intervalu
—m7 = x =7 iima lijevu i desnu derivaciju u svakoj tocki intervala, onda je odgovarajudi

Fourierov red (s koeficijentima danim s (2.6)) konvergentan.
Primjedba: Ako Fourierov red koji odgovara funkciji f{x) konvergira i ima sumu f(x), kako je

opisano u Teoremu 1, red ¢e se zvati Fourierov red funkcije f(x) te moZemo pisati:
flx)=a, +aqcosx + by sinx+ -+ a,cosnx + b, sinnx + -
Mozemo reéi da je funkcija f(x) prikazana ovim Fourierovim redom. Kako je ovaj niz

konvergentan, i novodobiveni red imat ée sumu jednaku sumi originalnog reda pa mozemo
pisati:

flx)=a, =+ Z[an cosnx <+ b, sinnx)
n=1

3. Parne i neparne funkcije

Funkcija v = g (x) je parna ako je:

gl—x) = g(x) za svaki x.

slika 4: Parna funkcija
Graf parne funkcije je simetri¢an s obzirom na os v.
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Funkcija h(x) je neparna ako vrijedi:
h(—x) = —h(x) za svaki x.

slika 5: Neparna funkcija

Funkcija cosnx je parna, dok je funkcija sin #x neparna.
Ako je g(x) parna funkcija, vrijedi:

I g(x)de =2 [ g(x)dx (3.1)
Ako je h(x) neparna funkcija vrijedi:

/7 h(x)dx =0 (3.2)
UmnoZak g = gh parne funkcije g i neparne funkcije % je neparna funkcija jer vrijedi:
q(—x) = g(—x)h(—x) = g(x)[-h(x)] = —q(x)

Dakle, ako je f(x) parna funkcija, onda je f sinx u (2.6¢c) neparna funkcija i b, = 0 za sve n.
Sli¢no, ako je f(x) neparna funkcija, onda je f cosnx u (2.6b) neparna funkcija i a,, = 0 za sve

T,
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Teorem 1: Fourierov red parne periodne funkcije f(x) s periodom Z2m je kosinusni
Fourierov red.:
flx)=a, + X2-,a, cosnx (f je parna funkcija) (3.3)
s koeficijentima:
a, = %f; Fiax)dx, a, = ::j: f(x) cosnx dx, n=12,.. (3.4)
Fourierov red neparne periodne funkcije f(x) s periodom 27 je sinusni Fourierov red:
flx) =27 b, sinnx (f je neparna funkcija) (3.5)
s koeficijentima:
b, = %_J:f[l) sinnx dx (3.6)
Teorem 2: Fourierovi koeficijenti sume f; + f; su jednaki sumi odgovarajuéih Fourierovih

koeficijenata funkcija f; i f.

4. Funkcije koje imaju proizvoljan period

Prijelaz s funkcija koje imaju period 2w na funkcije s bilo kojim periodom T je prilicno
jednostavan zbog toga $to se moZe provesti promjenom skale.
Naime, ako pretpostavimo da funkcija f(z) ima period T onda moZzemo uvesti novu varijablu x

tako da f(t), kao funkcija od x ima period 2. Ako stavimo:

o P

t= :—_1 tako da bude: r = {r (4.1)
onda x = =7 odgovara t = =T /2, sto znaci da f kao funkcija od x ima period 27, prema tomu
Fourierov red je:

flt)=¢ (% 1':] =a,+ 2> ,(a, cosnx + b, sinnx) (4.2)

Koeficijenti reda dobivaju iz (2.6) u obliku:

b =§ J f(%l) sin nx dx

'

Ove formule moZemo upotrijebiti izravno, medutim, transformacija u t pojednostavljuje

raCunanje. Kako je:

10
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x=—t, imamo dx = =dt
i interval integracije odgovara intervalu — -
Prema tome, upotrebljavamo Eulerove formule:

(@ ap=;[,f(Dat
(b) Gy = %_J’_TT:: f(t) WS::«.T.—.: dt, n

12, .. (4.3)

© Bo=2[0 F()snTar
za izracunavanje Fourierovih koeficijenata funkcije f(t). Fourierov red (4.2) s x izraZzenim preko
t postaje:

=t

Fl) =ay + X7, (a, cos ==t + b, sin == t] (4.4)

o o
= i i

Interval integracije u (4.3) moguce je zamijeniti s bilo kojim intervalom duljine T, primjerice

intervalom 0 < t < T.

Teorem 1: Fourierov red parne funkcije f(t)s periodom T je kosinusni Fourierov red:
F(t) =a, + I, a,cos :F t (f je parna funkcija) (4.5)
s koeficijentima:
ay =3[ f(Ddt, @ =;["FOcosTFrar,  n=12,. (4.6)
Fourierov red neparne funkcije f(#)s periodom T je sinusni Fourierov red:
flt) =27, b, sin :"TT t (f je neparna funkcija) (4.7)
s koeficijentima:
b, =2[7" F() sin Tt dt (4.8)

11
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5. Poluperiodno prosirenje reda

Imamo funkciju f(t) s periodom T = 2l Funkcija je parna i iz Teorema 1 nalazimo kosinusni

Fourierov red:

flt) =a, +X5-y a,cos Et (f je parna funkcija) (5.1)
s koeficijentima:
a, =%f;f(rjdr, a, =%fﬂf(r} cns%rdr, n=12,.. (5.2)
Ako je f neparna funkcija dobivamo sinusni Fourierov red:
F(t) ==, b, sin E £ (f je neparna funkcija) (5.3)
s koeficijentima:
b, ==[, f(t)sinZt dt (5.4)

U (5.2) i (5.4) uzimaju se vrijednosti f(t} izmedu t = Qi t = [. Dakle, za funkciju f(t) danu u
tom intervalu mozemo formirati redove dane sa (5.1) i (5.3). Ako f(t) zadovoljava uvjete
Teorema 1 oba reda predstavljaju danu funkciju u intervalu 0 =< t <X [. Izvan tog intervala red
(5.1) predstavlja parno periodno proSirenje ili nastavak funkcije f s periodom T' = 21, a red (5.3)
predstavlja neparno periodno prosirenje funkcije f. Redovi (5.1) i (5.3), s koeficijentima danim s

(5.2) i (5.4), nazivaju se poluperiodna prosirenja dane funkcije f(t).

slika 6: Funkcija f(t)

12
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slika 7: Periodno ponavljanje parne funkcije perioda 21

slika 8: Periodno ponavljanje neparne funkcije perioda 2!

13
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6. Fourierov integral

Fourierovi redovi su osnovni alat u rjesavanju razli¢itih problema, ukljucujuéi i periodne
funkcije. Kako mnogi prakticni problemi ne ukljucuju periodne funkcije pozeljno je generalizirati
metodu Fourierovih redova kako bi se mogla primijeniti i na neperiodne funkcije. Ako
zapoc¢nemo s periodnom funkcijom f+(x) s periodom T i pustimo da T neograni¢eno raste
(T — =), onda tako dobivena funkcija f(x) nije viSe periodna.

Imamo funkciju f7(x) s periodom T koja se moze prikazati Fourierovim redom:

=)

Fla) = Z( nw .Enrr_)
rla)=a, ancosrl x:'_,!smT:L

n=1

Ako uvedemo zamjenu:
2miT
W, =—
" T

i uvrstimo @, i &, iz odgovarajucih Eulerovih formula (4.2) te oznacavanjem integrirajuce

varijable s 1+ dobivamo:

I

1
A =% | Hde
e T/2 T/Z
5 . | . |
- ?Z COSW, X J fr(v)cosw, v dv + sinw, x J fr(v)sinw,v dv
n=1 -T/2 -T/2
Sada je:
2Zin+1)r 2nm 2n
Wyag — W, = - =—
n " T T T
odnosno,
2n
Aw=w, ., —w, =—
Tada je% = Aw/m, i moZemo pisati Fourierov red u obliku:
fr(x) =
1 T2
~ L, Fr(w)dv +

e
3

- ooy [cos(wﬂx]ﬁu-' j:T:q fr(v) cosw, v dv + sin(w, x)Aw Jr_TT:,I fr(v) sinw,v dv (6.1)

Ovaj oblik vrijedi za svaki fiksni T proizvoljno velik ali konacan.

Sada pustimo da T neograniceno raste (T —+ @) i pretpostavimo da je rezultiraju¢u neperiodnu

funkciju:

14
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@) = lim fr ()
moguce integrirati po osi x i da integral

JZ1F (0] da (6.2)
postoji. Tada 1/T — Qi vrijednost prvog ¢lana na desnoj strani (6.1) priblizava se nuli. Nadalje,
Aw = 27 /T — 0 pa je prihvatljivo da beskonacni red dan sa (6.1) postane integral u granicama
od 0 do @z, koji predstavlja f(x], tj.

flx) = %_J::[CGSM-'I I~ f@) coswv dv+ sinwx [ f(v) sin wv dv]dw (6.3)
Ako uvedemo zamjene:
Alw) = JF:C f(w) coswv dy, B(w)= f_if(u;lgln cos wv dv (6.4)
Jednadzbu (6.3) mozemo zapisati u obliku:
flx) = éj:: [A(w) coswx + B(w) sin wx]dw (6.5)

Ovako zapisana funkcija f(x) naziva se Fourierov integral.

Teorem 1: Ako je funkcija f(x) po dijelovima neprekinuta u svakom kona¢nom intervalu i
ima lijevu i desnu derivaciju u svakoj tocki te integral (6.2) postoji onda se f{x) moZe prikazati
Fourierovim integralom. U tocki gdje je f(x) prekinuta vrijednost Fourierova integrala jednaka
je prosjecnoj vrijednosti lijevog i desnog limesa funkcije f{x) u toj tocki.

Ako je f(x) parna funkcija, onda je B{w) = 0 u (6.4)

Alw) =2 j’: flv)coswy dv (6.6)
i (6.5) se reducira u jednostavniji oblik:
flx)= %f; Alw) coswx dw (f je parna funkcija) (6.7)
Ako je f(x) neparna funkcija, onda je A(w) = 0,
B(w) =2 [ f(v)sinwv dv (6.8)
i (6.5) postaje:
flx) = %flf B(w)sinwx dw (f je neparna funkcija) (6.9)

15
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7. Ortogonalna funkcija

G x) g,(x) su dvije realne funkcije definirane u intervalu @ = x = b i takve da integral
umnoska g, (x)g, (x) postoji u tom intervalu. Taj integral ¢emo oznaditi sa (g,,.9,). Ovo je

jednostavni zapis koji se Siroko primjenjuje. Dakle,

(G 82) = [ 9 (X) g, ()l (7.1)
Funkcije su ortogonalne u intervalu a = x = b ako je integral (7.1) jednak nuli, odnosno
(G 9) = [ G ()9, (X)dx = O (7.2)

Skup realnih funkcija g,(x),g,(x),g5(x),. naziva se ortogonalni skup funkcija u intervalu
a = x = b ako su te funkcije definirane u tom intervalu i ako svi integrali (g,.. g,,) postoje i
jednaki su nuli za sve parove zasebnih funkcija u skupu.

Ne-negativni drugi korijen iz (g,,. 9, ) naziva se norma funkcije g,,(x) i opcenito se oznacava

sa |lg,.|l; dakle,

—_—

| ﬂwl = '\".I (gmi g"'j = ..H!I.Jf: g‘:" (xjﬂrx (73)

U nasem razmatranju ¢emo uzeti u obzir slijedeéu pretpostavku: Sve funkcije koje se javljaju su
ogranicene i takve da su i integrali koji se pojavljuju ograniceni i postoje, te da norme nisu
jednake nuli.

Ocito, ortogonalni skup g4.8-,... u intervalu a <x <&, Cije funkcije imaju normu 1,

zadovoljavaju odnose:
(G 90 = J7 G0 ()9, ()l |

Takav skup sa naziva ortonormirani skup funkcija u intervalu a < x < k. Jasno je da iz

Ozam=n m=12,..

lzam=mn n=12.. (7.4)

ortogonalnog skupa moZemo dobiti ortonormalni skup dijeljenjem svake funkcije sa svojom
normom u intervalu koji se razmatra.
Iz izvoda Eulerovih formula (2.6) za Fourierove koeficijente, vidimo da smo koristili ¢injenicu da
je skup 1, cosx, sinx, cos2x, sinZx,.. ortogonalan na intervalu duljine —m < x =< 7.
Ovo zapazanje upucuje na mogucnost predstavljanja dane funkcije f{x) u uvjetima bilo kojeg
drugog ortogonalnog skupa g, g,, ... u obliku:

Fx) = Zin 1 000 (x) = €391 (x) + c2,(x) + (7.5)
i odreduje koeficijente c,, ¢, ... kao Sto je pokazano u poglavlju 2. Ako red (7.5) konvergira i
predstavlja f(x), naziva se generalizirani Fourierov red funkcije f(x), a njegovi koeficijenti se
zovu Fourierove konstante funkcije f({x) s obzirom na ortogonalni skup funkcija.
Kako bi odredili te koeficijente dijelimo obje strane (7.5) sa g,, (x) i integriramo u intervalu
a = x =hb u kojem su funkcije ortogonalne; pretpostavljaju¢i da je parcijalno deriviranje

dopusteno, dobivamo:

16
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H = H
] fomdx = 2 € J FnGm i
a n=1 g
Integral za koji je n = m jednak je kvadratu norme | g, |l dok su svi ostali integrali nula jer su

funkcije ortogonalne. Dakle:

J’f fonde =c,llg,II? (7.6)
iz Cega proizlazi:
Co = e Jo F() g ()l (7.8)

Ako je skup funkcija ortonormalan Fourierove konstante zadovoljavaju Besselovu nejednakost:
cF+ci+ci+o = [DF (x)dx (7.9)

Bududi da red na lijevoj strani konvergira proizlazi:

c, =0 dok mn — o
Neki znacajni skupovi realnih funkcija g,, g,. ... koji se javljaju u praksi nisu ortogonalni ali imaju
svojstvo da za neke funkcije p(x):
j’: plx)g,(x) g, (x)dx =10 zam=n (7.10)
Za takav skup se kaze da je ortogonalni s obzirom na teZinsku funkciju p{x) u intervalu

a = x = b. Norma od g, tada je definirana kao:

lgmll = [f; pC)g7(x)dx (7.11)
i ako je norma svake funkcije g, jednaka 1, skup je ortonormalni na tom intervalu s obzirom na
plx).
Ako napidemo: 1, = /pg,., onda (7.10) postaje:

[Z b () By (x)dx = 0 (7.12)
odnosno, funkcija k. formira ortogonalni skup u uobi¢ajnom smislu. Jasno, ako su ove funkcije

realne, vrijednost funkcija mora biti ne-negativna.
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